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Loi des évènements rares de Poisson

Lemme 1. Soient z1, . . . , zn, z
′
1, . . . , z

′
n ∈ C de modules inférieurs ou égaux à 1. On a alors :∣∣∣∣∣

n∏
i=1

zi −
n∏
i=1

z′i

∣∣∣∣∣ 6
n∑
i=1
|zi − z′i|

Démonstration.

On raisonne par récurrence sur n.
Pour n = 1, le résultat est trivial. On suppose alors le résultat vrai au rang n > 2, montrons le au rang n :∣∣∣∣∣

n∏
i=1

zi −
n∏
i=1

z′i

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
(
n−1∏
i=1

zi −
n−1∏
i=1

z′i

)
× zn +

n∏
i=1

yi(zn − yn)

∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣
n−1∏
i=1

zi −
n−1∏
i=1

z′i

∣∣∣∣∣× |zn|︸︷︷︸
61

+

∣∣∣∣∣
n∏
i=1
|yi

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
61

×|zn − yn|

6

∣∣∣∣∣
n−1∏
i=1

zi −
n−1∏
i=1

z′i

∣∣∣∣∣+ |zn − yn| 6
n∑
i=1
|zi − z′i|

On a donc montré le résultat pour tout n ∈ N?.

Théorème 2. Soit (Xn,j)n∈N?,j∈J1,MnK une suite de variables aléatoires indépendantes à valeurs dans {0, 1},
avec (Mn)n∈N? une suite croissante de N? qui tend vers +∞. On pose P (Xn,j = 1) = pn,j et Sn =

∑Mn

j=1 Xn,j.
On suppose de plus que :

lim
n→+∞

max
16j6Mn

pn,j = 0 et lim
n→+∞

Mn∑
j=1

pn,j = λ > 0

Alors la suite (Sn)n∈N? converge en loi vers la loi de Poisson P (λ).

Démonstration.

On pose dans la suite mn = max16j6Mn
pn,j et sn =

∑Mn

j=1 pn,j . Calculons la fonction caractéristique de Sn :

ϕSn
(t) =

Mn∏
j=1

ϕXn,j
(t) =

Mn∏
j=1

E
[
eitXn,j

]
=

Mn∏
j=1

(
(1− pn,j) + eitpn,j

)
=

Mn∏
j=1

(
1 + pn,j(eit − 1)

)
Pour tout n ∈ N? et tout j ∈ J1,MnK, on considère des variables aléatoires indépendantes Pn,j suivant les lois
de Poisson P (pn,j). Posons S′n =

∑Mn

j=1 Pn,j . On a alors :

ϕS′
n
(t) =

Mn∏
j=1

ϕPn,j (t) =
Mn∏
j=1

epn,j(eit−1) = esn(eit−1)

On obtient alors, grâce au Lemme 1 :

∣∣ϕSn
(t)− ϕS′

n
(t)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
Mn∏
j=1

(
1 + pn,j(eit − 1)

)
−

Mn∏
j=1

epn,j(eit−1)

∣∣∣∣∣∣ 6
Mn∑
j=1

∣∣∣1 + pn,j(eit − 1)− epn,j(eit−1)
∣∣∣
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Soit alors g : C → C la fonction définie pour z ∈ C par g(z) = |ez − 1− z|. On a :

g(z) =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=2

zk

k!

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

zk+2

(k + 2)!

∣∣∣∣∣∣ = |z|2
∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=0

zk

k!
1

(k + 1)(k + 2)

∣∣∣∣∣∣ 6 |z|
2

2

∞∑
j=0

|z|k

k! = |z|
2

2 e|z|

En utilisant les inégalités |pn,j(eit − 1)| 6 2pn,j 6 2, on obtient :

∣∣ϕSn(t)− ϕS′
n
(t)
∣∣ 6 Mn∑

j=1
g(pn,j(eit − 1)) 6

Mn∑
j=1

(2pn,j)2

2 e2 = 2e2
Mn∑
j=1

p2
n,j 6 2e2snmn

Or, lorsque n tend vers +∞, sn tend vers λ et mn tend vers 0, donc
∣∣ϕSn(t)− ϕS′

n
(t)
∣∣ tend vers 0. Alors :∣∣∣ϕSn(t)− eλ(eit−1)

∣∣∣ 6 ∣∣ϕSn(t)− ϕS′
n
(t)
∣∣+
∣∣∣ϕS′

n
(t)− eλ(eit−1)

∣∣∣ =
∣∣ϕSn

(t)− ϕS′
n
(t)
∣∣+
∣∣∣esn(eit−1) − eλ(eit−1)

∣∣∣
Quand n tend vers +∞, sn tend vers λ, donc

∣∣∣ϕSn(t)− eλ(eit−1)
∣∣∣ tend vers 0. La fonction caractéristique de

Sn converge alors simplement vers la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de paramètre λ, donc, par le
théorème de Lévy, Sn converge en loi vers la loi de Poisson P (λ).
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